Soluzione di Adriana Lanza

PROBLEMA 2

La funzione f: R — R ¢ cosi definita:

f(x) = sen(x) — x - cos(x)

1) Dimostra che f & una funzione dispari, che per x € |0, 7] si ha f(x) > 0 e che esiste un solo
valore x; € ]0,2m] tale che f(x,) = 0. Traccia inoltre il grafico della funzione per x € [0,57].

2) Determina il valore dell’integrale definito:

3)

4

Soluzione

fff(x)dx

e, sapendo che risulta:

7w

7
Jo f2(x)dx =188

prova che risulta verificata la disequazione:
3 + 187 < 96

anche non conoscendo il valore di 7.

Verifica che, qualsiasi sia n € N, risulta:
@n+1)m
[ rwax=a,
0
2nm
f f(x)dx = 0.
0

Dimostra che i massimi della funzione f2(x) giacciono su una parabola e i minimi su una retta,
e serivi ’equazione della parabola e della retta.

Dimostriamo che f(x) & una funzione dispari

Osserviamo che

e sinx euna funzione dispari in quanto sin(—x) = —sinx

e cosx euna funzione pari in quanto cos(—x) = cosx

e x e una funzione dispari

e xcosx € unafunzione dispariin quanto prodotto di una funzione dispari per una pari

Pertanto la funzione f(x) = sinx —x cosx e dispariin quanto somma algebrica di due

funzioni dispari

f(—=x) = —sinx + xcosx = —f(x)
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Segno di f(x) nell'intervallo |0; 7]
a) Nell'intervallo E ; n[ entrambi i termini della somma algebrica sono positivi, quindi f(x) &
positiva.
Basta, in proposito, osservare che

sinx >0

—x<0 N cos(x)<0 - —xcos(x)>0

b f3)=1>0 fm=n>0

¢) Nell'intervallo ]0;%[ il segno di f(x) coincide con quello di % = tanx — x, essendo

cos x > 0 nel suddetto intervallo.
Osserviamo che la misura in radianti di un angolo del primo quadrante € uguale alla lunghezza del

corrispondente arco (rettificato) sulla circonferenza di raggio unitario, mentre tana corrisponde alla
misura del segmento AT, appartenente alla retta tangente alla stessa circonferenza nel punto A. ( Fig. 1)

Fig.1

Essendo la misura di AT maggiore della misura dell’arco
tanx—x >0 nell’intervallo ]0,%[
Possiamo quindi affermareche f(x) >0 Vx € ]0;n]
Esistenza di un solo zero nell’intervallo]0, 21|
Sisache f(x)> 0 per tuttiivaloridi x interni all'intervallo ]0;w]

Osserviamo che f(m) = 7 >0 , mentre f(2n) =27 <0
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Essendo f(x) continua, per il teorema di esistenza degli zeri ammette almeno uno zero nell’intervallo
[m; 21t] e, quindi, esiste un valore x, € |0,2mt| ,taleche f(x,) =0

Per verificare che lo zero & unico , studiamo la monotonia di f(x) in ]m; 27[ attraverso il segno della
derivata

f'(x) = x sinx
che ha lo stesso segno e gli stessi zeri di sin x nell’intervallo considerato.
Pertanto
f'(x) <0 in ]m;2rn[ - f(x)eédecrescente
Essendo f(x) monotonain ]m; 27| , non pud ammettere pil di uno zero nell’intervallo considerato.
Grafico di f(x) nell’intervallo [0; 57T]
La funzione f(x) = sinx — x cosx & definitain R ma se ne chiede il grafico in un intervallo limitato.

|II

Calcoliamo il valore di f(x) agli estremi dell”’intervallo

f(0)=0  f(5n) =57

Per studiarne I’'andamento dobbiamo conoscere quello della derivata
f'(x) = x sinx

che e una funzione pari, continua e derivabile in R

Costruiamo un grafico qualitativo di f'(x) partendo dal grafico delle funzioni
fix)=x e f,(x) = sin (x)

Il graficodi  f'(x), nell'intervallo[0; 57],& compreso tra le due rette di equazioney = xey = —xe
presenta , nell'intervallo, due e oscillazioni e mezza, di ampiezza

v

crescente(Fig.2)
Fig2 [\ ;_

Gli zeri di f'(x) corrispondonoax = kmr con k =0,1,2.3,4,5 A

fl@)  + - + :
Fig 3
I massimi relativi di f(x) , interni all’'intervallo sono
(m; ) (3m; 3m)

I minimi relativi interni all’intervallo sono sono

(2m; —2m) (4m; —4m)
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Agli estremi dell’intervallo troviamo ii punti di coordinate (0;0) e (5m;5m).

Se estendiamo lo studio della funzione troviamo un flesso per x = 0 e un
massimo relativo per x = 51

Infatti:

f'(x) & negativa per 57 < x < 67 e nello stesso intervallo f(x) &
decrescente

f'(x) é positiva per —m < x < e quindi f(x) & crescente in un intorno
completo di 0.

Ricerca dei flessi

L’andamento di f'(x) suggerisce che , nell'intervallo [0; 57] la funzione
f(x) ammette altri 5 flessi, oltre al punto O, in corrispondenza degli estremi
relativi della derivata, cioé tra due zeri consecutivi di f'(x) ovvero tra due
punti di f(x) a tangente orizzontale (consecutivi)

GRAFICO di f().

(Fig.4).

La porzione di grafico a tratto continuo in Fig.4 & la restrizione all’intervallo [0; 57]

2.Calcolo di  f2(sinx — x cosx) dx

™ T s

2 2
j (sinx—xcosx)dxzj
0 0

2
sinxdx—j X cosx dx
0

T

dove  [2sinxdx = [-cos x]g =1

Determiniamo ora fx cosx dx con il metodo di integrazione per parti

[xcosxdx =xsinx — [ sinx dx=x sinx + cos x+c—

2 V4
f xcosxdx =—-—1
0 2

pertanto

T

2 T T
j (sinx—xcosx)dx=1—5+1 =2—=
0

\)
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Verifica della disuguaglianza

3 + 181 < 96

Nell’intervallo [O;%] e 0 < f(x) <1 poiché e monotona crescente nell’intervallo
einoltre f(0) =0 e f(%) =1

Di conseguenza la funzione  f?(x) & monotona crescente nello stesso intervallo,

con f?(x) < f(x),dove il segno di uguaglianzavalesoloper x =0 e x = %,

quindi
Y T

Jifz(x) dx < Jif(x)dx -
0 0

i <2 3 —6m+ 241 < 96 3 +18m < 96
18 8 > s (s ([ [ [

3. Verifica delle identita

Cn+)m 2nm
j f(x)dx =4 f(x)dx =0 vneN
0 0

a) fo(znﬂ)ﬂf(x)dx = [— 2 cosx — xsinx] gznﬂ)” =
= —2cosnn+m) — (2n+ V)rsin(nr + ) + 2
Essendo
cos(2nt+m) = — cos(2nm) = —1 Vn€N

sin(2nm + ) = —sin(2nt) =0 Yn€N
2n+1)m
f f(x)dx = 2+2=4 VneN
0

b) fosz(x)dx = [—2cosx — xsin x](Z)nn =

=—2 cos(2nm) — 2nmsin(2nmw) + 2
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Essendo

cos(2nmt) =1 VneN e sin(2nm) =0 VneN
2n)r
J f(x)dx = =24+2=0 vn € N
0

4. I massimi ei minimidi  f%(x)
La funzione  f?(x) & continuainR edé&sempre f2(x) =0
Il suo andamento si deduce facilmente da quello di f(x).

a) Essendo f(x) una funzione dispari, f2(x) & una funzione pari

b) Le due funzioni hanno la stessa monotonia negli intervalliin cui f(x) > 0e
hanno monotonia invertita negli intervalli in cui f(x) < 0

c) La funzione  f2(x) é&derivabilein R elasuaderivata & ugualea

2f(x) - f'(x)

quindi isuoi estremi relativi vanno cercatitra glizeridi f(x)e gli zeri di f’(x)

Gli zeri di f’(x) sonoivalorix = km con k € Z e corrispondono, escluso x=0, agli

estremi relativi di f(x) .

Essi sono tutti massimi relativi per f2(x) , in virtu della proprieta b). Le

coordinate sono ;
(km; [knt)? ) conk € Z ,diverso da 0 i |

| massimi di  f2(x)) appartengono pertanto alla K I
parabola di equazione y = x? |

Gli zeri di f(x) sono anche zeridi f?(x) esono,per | | -
quest’ultima, punti di minimo , essendo (puntiincuiil | | [l I
grafico e tangente all’asse x e situato al di sopra di RN of .7

esso ) . A AL

| minimi appartengono tutti alla retta di equazione. BRI N W

i | |/ / / \ |7
y=0 N VIV WA NV BP0 WA VA |
T R [ N
\ ~ A
o
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Approfondimento
Punto 1
Ricerca dei flessi di f(x) mediante lo studio della derivata seconda
f"(x) =sinx + xcosx

Abbiamo osservato che lo studio del segno della derivata prima permette di
individuare il flesso a tangente orizzontale, di coordinate (0;0)

Proponiamo un metodo grafico per determinare gli altri punti di flesso.

Osserviamo che

+1>0 per k pari

[
f (E+ k) = —-1<0 vperkdispari

Per x # §+ km , dividendo per cosx #+ 0 entrambii membri dell’ equazione

sinx + xcosx = 0 ,troviamo I'equazione equivalente tanx = —x

Le soluzioni sono rappresentate graficamente dalle intersezioni della retta di
equazione y = —x con il grafico della funzione y =tanx ( Fig.6)

4
] tan(z)

B

/

\ Fig.6
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Le ascisse dei punti comuni ai due grafici, nell'intervallo [0; 5] sono
T 3 5
xXo=0 ; <X <T; En<x2<2n; 5n<x3<3n;
7 9
57r<x4<4n ; 5n<x5<5n
Poiché la disequazione

sinx +xcosx >0

€ equivalente
atanx > —x negliintervalli incui cosx >0
atanx < —x negliintervalli incui cosx <0

possiamo determinare gli intervalliin cui f"(x)>0 (o f'(x) < 0) nei quali, quindi il
grafico di f(x) volge la concavita verso I’alto (verso il basso)

Risulta:
f'"(x)>0 negliintervalli  Jxq,x:[ U Jxp,x3] U Jxg, xs|

come si evince dal fatto che il grafico di tan(x) si trova al di sopra della retta y=-x se x
rappresenta I'ampiezza di un angolo del primo o quarto quadrante, si trova al di
sotto se x rappresenta 'ampiezza di un angolo del secondo o terzo quadrante

f'(xX)<0 negliintervalli  ]x;,x,] U Jxg,x4] U Jxs, 57

come si evince dal fatto che il grafico ditan(x) sitrova al di sopra della retta y=-x se x
rappresenta I’ampiezza di un angolo del secondo o terzo quadrante, si trova al di
sotto se x rappresenta 'ampiezza di un angolo del primo o quarto quadrante

| punti del grafico di f(x) corrispondenti agli zeri di f"(X) sono tutti punti di flesso, in quanto la
funzione cambia concavita passando dall’intorno sinistro all’intorno destro.
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